Saveir §i. 3: Theorktues d¢ cotiparaisors

Eibtraifiztnent 1

a)2—e"<u, <2+e™" b)5-n?<v,<5-n

1) On donne les encadrements suivants :
pourtoutn € N pour toutn € N

Déterminer les limites des suites, en justifiant.

2)Ondonnepourn €N, w,, =w,+2n+3 et wy =1
a) Démontrer par récurrence (abrégée) que, pour tout entier naturel n, ona w,, > n?
b) En déduire la limite de (w;,)

2cosn
3) On donne pourn € N*, u,, = P
o , 2 2
a) Justifier que, pour tout entier natureln = 1,ona: — <wu, < 2]

b) En déduire la limite de (u,,)

EBbtraifgemet 2

1
a) 0<a,-2<- b) 2" —1<b, <2"+1
n

1) On donne les encadrements suivants :
) pour toutn € N

pour toutn € N*
Déterminer les limites des suites (a,,) et (b,,) , en justifiant.

(-D" 1 1

. Justifier que, pour tout entiern = 1,on a: <
2n—1 auep 1-2n

2) On donne pourn € N*, w,, =

En déduire la limite de (w,,)

3) Ondonne pour € N, S, =sin(2n) —2n. Déterminer la limite de (x,,)

Eitraifietmeit 3
3n—-1 3n+1
< < — <y, <
@) Vn Sy <n b)n3+1_v"_n3—1
pour toutn € N

1) On donne les encadrements suivants : .
pourtoutn € N

Déterminer les limites des suites, en justifiant.

2)Ondonnepourn €N, a,,;=a2+a,+1eta;,=1
a) Démontrer par récurrence (abrégée) que, pour tout entier natureln,ona a, =2n+1
b) En déduire la limite de (x,,)

1
3) Ondonne pourn € N*, §,, =————
14+243++n

On admet que, pour tout entier natureln > 1,ona: n<1+2+3+--+n<n?

a) En déduire un encadrement pour S,, pour tout entier natureln > 1
b) En déduire la limite de (S,,)



LEBtraifetmest &

n n+1
2

2
2_1<u, <n? S S
1) On donne les encadrements suivants : @ n —l<u, <ni+l b) 3 (3) Svp <3 (3)
pourtoutn € N
pour toutn € N

Déterminer les limites des suites, en justifiant.

1
\ n+(-1)" . : “a 1+
2) On donne pourn € N*, w,, = 0z Justifier que, pour tout entiern > 1,ona: S <w, <—

En déduire la limite de (w,,)

3)Ondonnepourn €N, x,,; =2x,—1 et x, =4

a) Démontrer par récurrence (abrégée) que, pour tout entier naturel n,ona x, = 2"+ 1
b) En déduire la limite de (x,,)

Eftraifetneit &

1 2< <1 2 b)3n—-1<v,<3n’>-n
1) On donne les encadrements suivants : @) 1- pStn=1to = 'n =
pourtoutn € N
pourtoutn € N
Déterminer les limites des suites, en justifiant.

2n+cos (2n)
- .

1
a) Justifier que, pour tout entier natureln > 1,ona: 2— = <w, <2+ -—
n

2) On donne pourn € N*, w,, =

b) En déduire la limite de (w;,)

3)Ondonnepourn €N, x,,1 =3x,—2 et xg = -2

a) Démontrer par récurrence (abrégée) que, pour tout entier naturel n,ona x, <1 -—3"
b) En déduire la limite de (x,,)

Eftrainetneit 6

)1—n< _1+n b 1—2n2< <1—n2

_ a <u, < —— <y, <

1) On donne les encadrements suivants : n2 "= n2 ) n n n
pour tout n € N* pour toutn € N*

Déterminer les limites des suites, en justifiant.

2) Ondonnepourn €N, w, 4 = %Wn +1etwy=2

. . . . . 3\
a) Démontrer par récurrence (abrégée) que, pour tout entier naturel n,ona w, = (E)

b) En déduire la limite de (w;,)

3) On d eEN 3t (D"
n donne pourn S Xpg =——————
P n n2+1
- ) 3n%-1 3n?+1
a) Justifier que, pour tout entier natureln > 0, on a : > SXxp <75
n<+1 n<+1

b) En déduire la limite de (w;,)



Corrig¢ Saveir §i.

Corrig¢ LErfitraifi¢tnenit 1

1)a) Ona lirﬁp 2— e ™= lim 2+e™™ =2 . Dapresle théoreme des gendarmes, lim u, = 2
n—+oo

n—-+oo n—-+o

b) Ona lim 5—n=—w et v, <5—n. D’'aprées le théoréme de comparaison, lim v, = —

n—+oo n-+o

2) a) Initialisation : w, = 1 > 02 Donc w,, > n? vraie pourn = 0
Hd : Si w,, > n’est vraie pour n = p alors on aw, > p?
D'une partwyy; =w, +2p +3 = wpiq = p*+2p+3etdautrepart(p + 1) =p* +2p+ 1.
= Wpy1 = (p+ 1?2 + 2 eten élargissant = wy,4 = (p+1)? Donc w,, > n?vraiepourn =p + 1
Ccl:vneN,ona w, > n?

b)Ona lim n? = 4o et w, >n? D’aprés le théoréme de comparaison lim w, = +oo

n—->+oo n->+oo

3) a)Ona —1<cosn<1donc —2<2cosn <2 et,commen®—1>0 pourn > 1,
-2 2 2

2
oha: —<u, < et donc <u, <
n2-1— "™~ n2 1-n2 — " n2-1

. 2 . s .
b) lim > =1lim ——=0 Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim u, =0
n-+oc 1-n n-+oo ne-—1 n-+o

Corrig¢ Lftraifictgnit 2

1)a) Ona lim 0= lim 1=0 D’apreés le théoréme des gendarmes, lim a, —2 =0
n—-+oo n-+oon n—+oo

Et donc, par somme de limites, lim a, = 2

n—-+oo

b) Ona lim 2" —1 =+ et b, = 2" — 1 D’apres le théoréeme de comparaison, lim u, = +oo

n—-+oo n—+oo

-1 —-1)n 1
2)a) Ona —1<(—1)" <1 etcommepourn=>1,ona 2"—1> 0, alors: S(l) <
2n—1 T 2"-1 T 2n—1

1

<w,<
1-2n — "t T on_gq

donc

. 1 , \ L
b) im —— = = 0 Donc, d’aprées le théoréme des gendarmes, lim w,, =0
n—+oo -1 n—-+oo 2 -1 n-+oo

3) Onapourtoutn: sin(2n) <1 donc sin(2n) —2n<1-2n donc x, <1—2n
Or lim 1—2n= —oo et x, <1 —2n D’apres le théoreme de comparaison, llm X, = —©

n-+o o



Corrig¢ Lfitraifictnerit 3

1)a) Ona lim vn =+ et u, >+/n D’aprés le théoréme de comparaison, lim u, = +o

n—-+oo n—-+oo
1
3n-1 _ "33 3-% . 1 . 1 3n—1
b) =— = ( 71) = L— avec lim 3—-=3et llmn2(1+—3)=+00 donc lim 131 =0
n>+1 3(1+_3) n2(1+$) n—-+o n n—-+oo n n-+oon>+1
n

De la méme fagon lim — 1=0
n-+oon°-—1

Donc d’apres le théoréeme des gendarmes, lim v, =0
n-+oo
2) a) Initialisation: ay =1>0+1 Donca, = n + 1 vraie pourn =0
Hd:Sia, = n+ 1vraie pourn = p,alorsonaa, =2p +1
ap+1=ap+ap+1 = Apiq Zap+p+1+1 etcommeap2 >0onadonc: ap =(@+1)+1
Donca, >n+ 1lvraiepourn=p+1
Ccl:vneN,ona a,=2n+1

b)Ona lim n+1 = 4o et a, =n+ 1 D’apres le théoreme de comparaison, lim a, = +o

n—-+oo n—-+oo

3)a) Onsaitque 0 <n<1+2+3+--+n<n? Onpeutdonc passer a l'inverse :

1 1 1 1 1
— 22— =2 etdonc —<§, <-
n 1+2+3+-+n n n n
. 1 . 1 b s P
b) lim — = lim ==0 Donc, d’aprés le théoreme des gendarmes, lim S, =0
n-+oc N n—-+oo n-+o

Corrig¢ Erfitraifietneit 1

1)a) Ona lim n? — 1 = 4o et u, > n? — 1 D’aprés le théoréme de comparaison, llm u, =+

n—+oo +oo
2 . 21\ . 2 n+1
b) comme ~ €] —1;1[,ona nl_l)rpm (}) = nl_lgloo (5) =0

n n+1
Donc lim 3 — (3) = lim 3-— (3) = 3 D’apres le théoréme des gendarmes, lim v, =3
n—+o 3 n—+oo 3 n—-+o

n-—1 n+1

2)a) Ona —-1<(-1)"<1doncn—-1<(-1D"<n+1 et,commen? >0,ona: 7 < (1" <n—

WD) ) ek
En factorisant : <(-D'<s——F & — <w,<—

Tl n2 n n

-1 14 1
b) lim L = lim = 0 Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim w,, = 0
n-+oco N n-+oo N n-+o

3) a) Initialisation: 2°+ 1 =2et x, =4 > 2 Donc x,, = 2™+ 1 vraie pourn = 0
Hd:Si x, = 2™ + 1 estvraie pourn = p, alorsona x, = 2P +1
Xpp1 =2Xp — 122X (2P +1) =1 = xp1 2 2P 42 -1 3 x,,, 2 2P 41
Donc x, > 2"+ 1 vraiepourn=p+1
Ccl:vn€N,ona x, =>2"+1

b)Ona lim 2"+ 1 = 4o et x,, = 2™ + 1 D’apres le théoreme de comparaison, lim x, = +o

n—-+oo n—-+oo



C@““i%eé Eftraifietierit §

1)a) ona lim 1- 2= lim 1 + — =1 D’aprés le théoréme des gendarmes, lim u, =1
n—+oo n n—+oo n—+oo

b) Ona lim 3n—1 =400 et v, = 3n—1= D’apres le théoréeme de comparaison, llm Vp

n—+oo

2)a)Ona —1<cos(2n) <1 & 2n—-1<2n+cos(2n) <2n+1

2n—1 2n+ 2 2n+1 1 1
et, comme > 0,o0na: < ncos(n)s & 2—-=-<w,<2+-
n n n n n

b) lim 2—= = lim 2 + — = 2 Donc, d’apres le théoréme des gendarmes, lim w,, = 2
n—-+oo n n—>+oo n-+oo

3) a) Initialisation: 1 —3° =0et x, = -2 <0 Donc x, <1 — 3" vraiepourn =10
Hd:Si x,, <1— 3" vraie pourn = p,alorsona x, <1—3P
Xpp1 =3%p —2<3x(1-3P) =2 = x,,1 <3-3"1 -2 x,,;, <1-3°*"
Donc x, <1—3"vraiepourn=p+1
Ccd:vneN,ona x,<1-3"

b)Ona lim 1 —3" = —o et x, <1— 3" D’apreés le théoreme de comparaison, lim x, =

n—+oo n—-+oo

= 400

—00

Corrig¢ Lfitraifictnerit o

1 1

. 1-n G . a1 1+n . gt

1)a) Ona lim — = lim G )=11m”—=0et lim —= lim *~=0
n-+oo N n-+oo NXN n-+oo N n-+oo N n-+oo N

D’apres le théoréeme des gendarmes, lir+n u,=0
n-—-+oo

: 1
b) ona lim = lim n(—z—l)z—oo Orona v, <
n—->+oo n n—-+oo n n—->+oo n

D’aprés le théoréme de comparaison, lim v, = —oo

n—+oo

3\° 3\"
2) a) Initialisation : (E) =letwy,=2>1 Doncw, = (E) vraie pourn = 0
. 3\" . _ 3\P
Hd :Siw, = (E) vraie pourn = p alors on aw,, = (;)

3 3 p+1 p+1
Wpi1 = 5 Wp +1= 3 X ( ) +1 = wpy 2 ( ) + 1 et par élargissement wpq = (2)

n n
Doncwn>(§) vraiepourn=p+1 Ccl:Vn €N, ona WnZG)

n n
b)Ona lim (S) = 400 et w, > (%) D’apres le théoreme de comparaison, lim x,, = +o

n—-+oo n—-+oo

3)a) Ona —1<(—1)"<1donc 3n*"—1<(-1)"<3n?’+1 et,commen?+1>0,ona:
3n2—1< 3n% +1
T R i |

3n?2-1 _  n?(3—3) o 3-5

. 2
b) En factorisant : lim > = lim < = lim - ==-=3
n-+o N<+1 n—+oo n2(1+ﬁ) n—-+oo 1+ﬁ 1

3n2+1 , 3+

De méme lim = lim -=3 Donc, d’aprés le théoreme des gendarmes, lim x,, = 3

n-+oo n2+1 n-+oo 14— n—-+oo



