CORRECTIONS Entrainement bac - Suites et inégalités

Corrigé Exercice n°1

Partie A

flx)=1le™* +x(—e™*) =1 —-x)e”*

X 0 1 400
1—x | + 0 -
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Partie B

1. Attention, comme le repeéere n’est
pas orthonormé, la premiere
bissectrice (A) n’est pas habituelle.

2. Initialisation : Pourn = 0,

Uy=1>0 A, A A
. 1
Donc u,, > 0 est vraie pourn = 0 2 0

Hérédité : Si u, > 0 est vraie pourn = p alorsona:u, > 0.
Or e™"r > 0 car une exponentielle est toujours positive. Doncu,,; = u, X e ' >0

Donc u,, > Oestvraiepourn=p+1
Conclusion : Pour tout nombre entier n, on a bien u, > 0.

3. Vous pouvez refaire une récurrence, mais la démonstration directe est assez évidente :

Comme u, > 0, alors -u,, < 0 et la fonction exponentielle étant croissante, e % < e? & e ¥n <1
& uye ™ <u, (encoreune fois, u, est positif) etdonc u,,1 < u,
La suite (u,,) est décroissante.

4. a. La suite (u,,) est décroissante (question 3) et minorée par 0 (question 2) : d’apres le théoréme des suites
monotones bornées, elle est convergente.

b.xe*=x x(e*-1)=0© x=0o0ue*—-1=0 ©x=00u e*=1 x=00u x=0

Donc la limite de (u,,) est 0

Partie C
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Corrigé Exercice n°2

4
1. llsembleque —=4+n
Un
2. Initialisation : Pourn = 0, onauy = 1 doncon a bien uy, > 0:la propriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu'il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
doncona: u, >0 = 4u, >0 maisaussi u, +4>4>0

4up

donc, comme quotient de deux nombre strictement positifs, on a > 0, c’est-a-dire upyq >0

La propriété est vraiepourn =p + 1
Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien u, >0

3. 1°° méthode : démonstration directe

4u, duy, —up,(u, +4)  —u2

= —u = —_—
u, +4 " u, +4 u, +4

Or,commeu, >0,onau,+4>4>0 etdoncuy;1 —u, <0 & Uy <uy,

La suite (u,) est bien décroissante.

Unp+1 — Up

2°" méthode : par récurrence

Soit la fonction de récurrence f(x) = % définie sur ]0; +oo[ (puisqu’on sait que u, > 0)

’ _ 4(x+4)-4x 16
Onaf'(x) = (x+4)2  (x+4)2

> 0 donc f est croissante sur ]0; +oo[

T 4 . s .
Initialisation : Pourn = 0,onauy =1etu, = sona bien uy = uy : la propriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie, doncona: u, = up4q
La fonction de récurrence f est croissante, on a donc : f(up) = f(up+1)
celadonne uyiq = Upyy a propriété est vraiepourn =p + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien u,, > u,, et la suite (u,,) est bien décroissante

4. La suite (u,) est décroissante et minorée par zéro, donc, d’aprées le théoréme des suites monotones
bornées, elle est convergente vers une limite £

4 4u 4(u,+4) Up+4 4
5. Vg = —— =4 +—tn ) Mt 2 14,
Un+1 un+4 4un Un Un

. . . o . 4 4
La suite (v,,) est bien arithmétique de raison 1 et de 1* terme v, = —=1= 4
0

Donc v, =vo+nR =4+n

4
6. On a donc vnzui=4+n =4 Uy = —
n n

. ) - . . 4
ona lim 4 + n = 400 donc par quotient de limites : limu,, = lim —=0
n—oo n—oo n-oo 4+n



Corrigé Exercice n°3

3uUg+2v 3X16+2X5 58 Ug+V 21
lu =—"2—"2= == et vy =""T==
5 5 5 2 2

BUup+2vy  Uptvy _ 6Up+H4vp—5up—5v, _ (Uup-vy) 1 w
- n

2.a. w =u -V = = =—
n+1 n+1 n+1 5 2 10 10 10

La suite (w,,) est bien géométrique de raison 0= 0,1 et de premier terme wy, = uy — vy = 11

Onaalors w, =wy xq"=11x0,1"

b. La suite (w,,) est une suite de termes positifs

lim0,1" = 0 car 0,1 €] — 1;1[ donc par multiple de limites: lim w,, =0

n—-oo n—oo

__ Bupt2v, __ 3upt2vy-5uy _ —2upt2v, 2 _
s =—-(u, — 1) = —-0,4w, CQFD

3.a. Uy — U, = . U, = p = p

b. Comme on sait que w, > 0,onaalors —0,4w,, <0 & U1 —u, <0 © U, <u,
La suite (u,) est bien décroissante.

c. Initialisation : Pour n = 0, on au, = 16 donc on a bien uy = 5 : la propriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
doncona: u, =5 et 3u, =15
Par ailleurs on a admis que v, = 5 donc 2v, = 10

3up+2vp _ 15+10 < s .
On a alors ps £ > - c'est-a-dire u,,; =5 La propriété est vraie pourn =p + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien u, =5

La suite (u,,) est donc décroissante et minorée par 5, donc, d’apres le théoreme des suites monotones
bornées, elle est convergente

On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,,) est convergente.
On admet ce résultat, et on appelle €' la limite de (v,,).

3up+2v, _ 30+2¢0 ?

4.a. Ona lim u,,; = lim u, =4 donc lim u,,; = lim =
n—oo n—-oo n—-oo

n—oco 5 5

@3“;” —f o 3+ =50 & 20 =20 o ¢ =

b.cn+1=5un+1+4vn+1=5x@+4xu”7+v"=3un+2vn+2un+2vn=5un+4vn=cn

La suite (c,) est bien constante
Onaalors ¢, =cy=5uy+4vy =5%x16+4x5=100

c.Ona lim ¢, = 100 maisaussi lim ¢, = 5limu, + 4limv, & 5¢f+4¢f' =100
n—oo n—-oo n—oo n—-oo

100

etcomme? =¢ ona 9 =100 €=T



Corrigé Exercice n° 4

Corrigé Partie A

1.u; =0,9uy(1—uy) =09%03x%x0,7=0,189 et u; =0,9x0,189 x 0,811 =~ 0,138

Il'y a 189 tortues au début de I'année 2001 puis 138 au début de I’'année 2002.

2. a. Pas besoin de récurrence, démonstration directe avec I'information donnée dans I’énoncé

On sait que pour tout entier naturelnona 0<(1—-u,) <1

donc, comme 0,9u,, = 0 (puisque u, = 0),ona 0 < 0,9u,(1 —u,) <09, ©0<u,,;1 <0,9u,
b. Initialisation : u, = 0,3 et 0,3 X 0,9° = 0,3 Donc 0 <u, <0,3 x0,9" estvraiepourn =0

Hérédité : Si 0 <u,, < 0,3 xX0,9" estvraiepourn =p,onal < u, <0,3 x 0,97
on a, d’apres la question précédente : 0 < u,,q < 0,9u,
0<1up4;; <09%x03%X09 & 0=<upy;; <03X 0,9r+1
Donc 0 <u, <0,3x0,9" estvraiepourn=p+1

Conclusion : Pour tout entier natureln,ona 0 <u, <0,3 x0,9"

c. Comme0,9 €] —-1;1[,ona lim 09" =0 etdonc lim 0,3x0,9" =0
n—-+oo n—->+oo
Comme 0 < u, < 0,3 X 0,9", en application du théoréme des gendarmes, on lim u,, = Oa

n—-+oo

Si I’évolution de cette population de tortues continue a suivre ce modeéle, la population va s’éteindre.

u=20.3
3. h=0
while u >= 30
n=n+1
u=0.9%u*(1 - u)
print(n - 1)
Partie B

1. Vi1 = 1,061710 (1 - vlo) = 1,06 X 0,032 X 0,968 = 0,033 et Vg = 0,034

Il y aura 33 tortues au début de I'année 2011 puis 34 au début de I’année 2012.

2. On sait que llrp v, = hm | Unyq = £ et, parsommede limites: lim (1—-v,) =1-¢
n-— n-— n—-+oo

Donc, comme v, = 1,06v, (1 — v,,), par produit de limites, on obtient : ¢ = 1,06£(1 — ¢).

3.0nrésout: £ =1,060(1 —¢) & ¢ =1,06¢0—1,060> & 0,060 —1,0602 =0 < £(0,06—1,06¢) =0

& f2=0ou 006—1060=0 & £=0 ou 4—026_0057

Or, la suite est croissante, donc v;o < v, < £ Donc on doit avoir £ > 0,32 : la valeur £ = 0 ne convient pas.
Ona lim v, ~ 0,57 = L'espéece n’est plus menacée.
n—-+oo
Autre méthode : La suite (v,,) est croissante, on a donc v,, = v, c’est-a-dire v, > 0,32
La population de tortue n’est plus menacée.



