Gorrections Savoirs Si. 2

Corrige Fxercice 4

1) Init. : Pourn =0,0na u, =uyg=—-—1<1 Lapropriété u, < 1 estvraie au rang0.

Héréd. : Sila propriété u,, < 1 est vraie pourn = p, alorsona:u, <1

Alorspourn =p +1,0na: u, = upyq = 0,2u, + 0,6.

Oru, <1=0,2u, <0,2=0,2u, + 0,6 < 0,8 > u,,, < 0,8 < 1. Lapropriété est vraieaurangp + 1.
Ccl : Pour tout nombre entiern > 0, on a bien u,, <1

2) Init. :Pourn=1,0ona v, =v; =52>4 Lapropriété v, > 4 est vraie au rang 1.
Héréd. : Sila propriété v, = 4 est vraie pourn = p, alorsona:v, =4

Alorspourn =p+1,0na:v, = Vpyq = /51, — 4

Or: 1, 24>510,220=>510,-4216> [5v,— 4= 4>v,,, =4

La propriété est vraieaurang p + 1.
Ccl : Pour tout nombre entier n > 1, on a bien v,, > 4

3) a. D’apres les résultats ci-contre (qu’on peut obtenir a la n Wn 2An
calculatrice en rentrant la suite (w,,) et la suite (2™)), on semble avoir 0 1
wy, = 2™ apartir du rang ny, = 4. 1 1 2
2 4

b.Ona: (2P —1)2=(2P)2 —2x 2P + 1 =22P — 2P+l 41 3 > 8
, . o 4 26 16

Or un carré est toujours positif, donc (2P — 1)? > 0 - — "

2p _ op+1 2p p+1
= 2% —2P*1 4 1> 0= 229 + 1 > 2P*1 CQFD ; 258330 ”

c. Init. :Pourn =4,0ona w, =w, = 26 et 2" = 2* =16

La propriété w,, = 2™ est vraie au rang 4.
Héréd. : Sila propriété wy, = 2™ est vraie pour n = p, alorsona:w, = 2P.
Alorspourn=p+1,o0na:

2 2 2 2 2

wy 22P 2w 225w, +122P+1 = wy 229+1
Or,pourp = 4,0na2p =p+p=p+4etparélargissement 2p =>p + 1
Donc, en passant a la puissance 227 + 1 > 2P*1 4+ 1 > 2P*1 par élargissement
On a donc bien wy 1 = 2P*1  Lapropriété est alors vérifiée au rang p + 1.

Ccl : Pour tout nombre entier n > 4, on a bien w,, > 2"

Pour aller plus loin...

1) Init. : Pourn =1,0na u, =u; =2 <10 Lapropriété est vraie au rang 1.

Héréd. : Si la propriété u, < 10 est vraie pourn = p, alorson a : u, < 10.

Alorspourn=p+1,ona:

Oru, <10 = %Oup <3= lioup +7<10=>wuy,, <10 La propriété est alors vérifiée au rang p + 1.

Ccl : Pour tout nombre entiern > 1, on a bien u,, < 10



2) Init. :Pourn =0,0na v, =vy=2 donc0<v, <9 Lapropriété estvraie au rangO.
Héréd. : Sila propriété 0 < v, < 9 est vraie pourn =p, alorsona:0 <wv, <9.

Alorspourn =p+1,0na: v, = vpy =,/

Or:0<1,<9=0<9,<81>0< /9, <V81=20<v,,; <9

La propriété 0 < v, < 9 est alors vérifiée aurangp + 1.
Ccl : Pour tout nombre entiern > 0,onabien 0 <v,, <9

3) Init. : Pourn =0,0ona w, = w, =2 donc %S w, <2 La propriété est vraie au rang 0.
Héréd. : Sila propriété% < w, < 2estvraie pourn =p,alorsona :Z Swp < 2.
Alorspourn=p+1,ona: Wn=wp+1=Wip+1.
or<w, <2 :>gzwipzizﬁswipsgﬁ%swip+1s§<2:>33wp+1<2

La propriété% < w, < 2 est alors vérifiée au rang p + 1.

. . 3
Ccl : Pour tout nombre entier n > 0, on a bien 2 <w,<2

Corrigé Fxercice 5

’ _ 2(x+6)—1(2x+5) _ 2x+12-2x-5 7
) af =" = Gioz ~Gro

La dérivée est strictement positive, donc la fonction f est strictement croissante.

>0

b. Init. : Pourn =0,0ona u, =uy; =—1<1 donc lapropriété u, <1 estvraieaurangO.
Héréd. : Sila propriété u, < 1 est vraie pourn =p, alorsona:u, < 1.

Alorspourn=p+1,0na: u, = Upy = f(up)
Comme la fonction f est croissante,ona: u, < 1= f(up) < f(@) avecf(1) = % = 1.
Alors u,,; < 1. Lapropriéte u, < 1 estalors vérifice aurangp + 1.

Ccl : Pour tout nombre entiern > 0,onabien u,, <1

Vi _ _E . i .
2) a. g'xn)= SX ona le tableau de signe ci-contre : " oo 0 oo
b. Init. : Pourn =0,ona vy =0 donc g' (%) + 0 -
la propriété 0 < v, < 2 estvraie au rang 0.
o p p - n g g(x) Z 2 N
Héréd. : Sila propriété 0 < v, < 2 est vraie pourn = p, alorsona:

0<vy, <2

Alorspourn=p+1,0na: v, = vy = g(vp).

Or la fonction g est décroissante sur [0; +oo[,donc: 0 < v, <2 = g(0) = g(vp) =>g(2)

Avec g(0) = 2et g(2) = —% X4+ 2 =% donc: 22w,y 2 % >0 donc par élargissement 0 < v,,,; < 2.
La propriété 0 < v,, < 2 est vérifiée aurangp + 1.

Ccl : Pour tout nombre entiern > 0,onabien 0 <v, <2



3)a. ¢'(x) = —e*™1 est donc strictement négative donc ¢ est strictement décroissante sur [0; +o.

b. Init. : Pourn =0,0ona u, =uy; =1 donc lapropriété 0 < u, <1 estvraie aurangO.
Héréd. : Sila proprieté 0 < u, < 1 estvraie pourn = p, alorsona: 0 <wu, <1.
Alorspourn=p+1,0na: uy, = Upyq = (l)(up).

Or la fonction ¢ est décroissante sur [0; +oo[ ,donc: 0 S u, < 1= ¢(0) = ¢(up) >¢(1)
Avecp(0) =1—eTet p(1)=1-e%=0 donc: 1 -2y 20.0r1-3<1.
Alors par élargissement 0 < u,,,q < 1. Lapropriété est vérifiée aurangp + 1.

Ccl : Pour tout nombre entiern > 0,onabien 0 <u, <1

Pour aller plus loin...

2x—(2x+1)
x2 -

4) a. f'(x) =

b. Init. : Pourn = 0,ona w, =w, = 3 donc la propriété 2 < w,, < 3 est vraie au rang 0.

=2 < 0 la dérivée est strictement négative, donc f est strictement décroissante

Héréd. : Sila propriété 2 < w, < 3 est vraie pourn =p, alorsona:2 <w, < 3.
Alorspourn=p+1,0na: w, = wpyq = f(wp).

Or la fonction f est décroissante sur ]J0; +oo[ donc2 <w, <3 = f(2) = f(wp) > f(3)
7

Avec f(2) = get f(3) = 3
Alors : ;2 Wpy1 = g Org < 3et g = 2 alors par élargissement: 3 = w1 = 2.
La propriété 2 < w,, < 3 est vérifiée aurangp + 1.

Ccl : Pour tout nombre entiern > 0,onabien 2 <w, <3

5) a. f'(x) = ﬁ donc pour x > 0, la dérivée f' est strictement positive, et f est strictement croissante.

b. Init. : Pourn =0,0ona u, =uy =1 donc lapropriété 0 < u, <1 estvraieaurangO.
Héréd. : Sila propriété 0 < u, < 1 estvraie pourn =p,alorsona:0 <u, < 1.

Alorspourn=p+1,0na: Uy = Upyq = f(up).

Or la fonction f est croissante : 0 < u, < 1= f(0) < f(u,) < f(1)
Avec f(0) =In(1) =0 etf(1) =In2<1. Onaalors 0 <u,,; <In2 avecln2<1
D’ou par élargissement : 0 < u,,; <1

La propriété 0 < u,, < 1 est vérifieeaurangp + 1.

Ccl : Pour tout nombre entiern > 0,onabien 0 <u, <1

Corrigé Fxercice 6

1) Raisonnement par récurrence :
Init. : Pourn = 0,0ona u, = uy = 1etn? = 0% =0 La propriété u,, > n? est vraie au rang 0.

Héréd. : Sila propriété u,, > n? est vraie pourn = p, alorson a PU, > p2.
Alorspourn=p+1,0na:
D’une part D’autre part
Uy =Upyy = U, +2p+3 n=(pP+1)? =p?+2p+1
Et u, >p* = u,+2p+3>p*+2p+3

Et par élargissement = u,,, > p?+2p+1

Ainsi ona:uyq > (p+ 1)*  La propriété est vérifiée au rang p + 1.
Ccl : Pour tout nombre entier n > 0, on a bien u,, > n?



2) Attention ne pas aller trop vite a la récurrence !
Démonstration directe : on a, pour tout entiern: —1 < sinn <1 donc3 = —3sinn > -3
Etn? +3>n?—-3sinn>n?>-3 = Onabien a, >n?>-3

3) Démonstration directe

On sait que, pour x > 0 et pourtoutn € N,ona (1 4+ x)" > 1 + nx.

En particulier, (1 + x)* > 1 + 4x.

On a donc, pour nn > 0, c’est-a-dire pour n > 1 I'inégalité (1 + n)* > 1 + 4n.

Reste a la vérifierpourn =0: po =(1+0)*=1et1+4Xx0=1 onabienp, = 1 l'inégalité est vraie
aussi pourn = 0.

4) Démonstration directe

1 2 . . 2 \"
Pour n=>0onan+1>1et —<1 etdonc — < 2 et par passage a la puissance (—) <2"
n+1 n+1 n+1



