1. Corrig¢
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Initialisation : Pourn = 0, onauy = Jetu; =cona bien > < uy < uy < 2:lapropriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu'il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
1
doncona: - < U, SUpyq <2

Comme la fonction f est admise croissante, on obtient : f G) < f(up) < f(up+1) < f(2)

1\ _s 8 5 8
avec f (5) = et f(2) = > cela donne 7 SUpt1 SUpp <7

1 _4 8 e 5
et comme - < S ets < 2 on a par élargissement LS Upt1 SUpyp S

N |

La propriété est vraiepourn =p + 1

. . .1
Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien 2 Su, <uUpq < 2.

b. Ona montré que u,, < u,,, doncla suite (u,) est croissante, mais aussi que u,, < 2 donc la suite (u,,)
est majorée. D’aprés le théoréme des suites monotones bornées, la suite (u,,) est bien convergente.

c.?=limu, = limu donc par passage alalimiteu,.; = f(u,) = £ =f({)
n nes00 n+1 n+1 n

n—-oo

P =

1+3€=) t+3¢2 =40 & 3{2-3¢{=0 © 3¢(f—1)=0 = soit£=0 soitf=1

. . . . 1
La solution £ = 0 est impossible, car on sait que 3 <u, <2
Onadonclimu, =1

n—oo

def seuil (E) :
3.a. > u=20,5
n=0
b. Le programme renvoie la valeur n = 7 pour E = 10~ whilel—u<E -
Onaug =~ 0,99976 donc1 —ug ~ 2,4 x 1074 4u
et u; ~ 0,99994 donc1—1u, ~ 0,6 Xx 107* U= 3
n=n+1
4u

C Unpr  Temuy  Aun L (143up—dup) _ 4uy . 1-up Return n

4.a. vy = - = e = - — -
Un+1 1—1+3un 1+3un 1+3upn 1+3un 1+3un
4 1+3 4 . . e .
= oy Tn 4v, Lasuite (v, )est bien géométrique de raison 4.
1+3un 1-un 1-upn

Onavo=1lfflo=%+(1—%)=1 donc v, = v, X q" =1 X 4" =4"

u =V
b. v, = 1_Zn o rl-u)=u, © v—vu,—u, =0 u(-l1l-v)=-1v, © u, = _1_’11771
. Un
On abien:u, =
vp+1
4n 4n 1 1

CQFD

U T nyr T 4 (1+7) B 1+G)" T 1+0,25"

Or lim 0,25™ = 0 car 0,25 €] — 1; 1[ donc, par quotient de limites, limu, = 1 -1

n—oo n—-oo 1+0



2. Corrig«

Lou =2ug+-x0+1=2x1+1=2 etup=>u;+-x1+1=3x24241=
4 4 4 4 4 4 4

3 21+4+16 _ 41
174 4

16 16
2.a.B3:«=3*B2/4+A2/4+1» b. La suite (u,) a I’air d’étre croissante.

3.a. Initialisation : Pourn = 0,onauy = 1 etonabien 0 <uy < 1:Iapropriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
doncona: p<u,<p+1

3 3 3
<2 <z
AIors4p_41up_4(p+1) 3 1 3 1 3 1
i = ient: = - <= = <= =
En ajoutant p + 1, 0n c;btlent. pHoptlsiu,+p+1s< 4(p+ 1) +op+1
< p+1§up+1Sp+Z
Et, par élargissement, commei < 2, onobtientbien:p+1<uy,; <p+2
La propriété est vraie pourn =p + 1
Conclusion : Pour tout entier naturel n, ona bien n<u, <n+ 1.

3 1 1 1
b.Onaun+1—un=Zun+zn+1—un=2n+1—zun

. 1 1 1 1
Or, comme on a montré que u,, = n,ona Zn+1—zun>zn+1—zn S Uy — U, =21>0

La suite (u,,) est bien croissante

Comme limn = 4+ et que u,, = n, d’aprés le théoreme des croissances comparées, ona limu,, = +oo

n—oo n-oo

c. Comme n <u, <n-+ 1 onobtient 1S%<1+% avec 1im1+%=1

n—-oo
, . R . . Upn
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on a bien : lim — =
n—-oco N
3 1 3 3 3 3
4.a.0na: vy =Upy—(M+1) =Jjupton+l-n-1 =Zun—zn=2(un—n) =Vn

: : s .3
La suite (v,) est bien géométrique de raison 7

n
b. Alors v, = vy X q"™* avecvy =uy—0=1 doncy, = (—)

n
Et on a bien un=vn+n=(%) +n



3. Corrig¢

Partie A :
1.a, =0,85x%x 200 + 450 = 620

2. S’il reste, d’'un mois sur I'autre, 85% des collaborateurs en télétravail, cela fait 0,85a,, ; et en ajoutant
chaque mois 450 nouvelles personnes en télétravail, on obtient bien a,,,; = 0,85a,, + 450

3.a.V,41 = auy1 — 3000 = 0,85a,, + 450 — 3000 = 0,85(vn +3 000) — 2550 = 0,85a,, + 2550 — 2550
Onaa,,1 = 0,85a, et lasuite (v,,) est bien une suite géométrique de raison 0,85.

b. v, = vy X q"™ avecvy, =a, —3000=-2800 doncwv, =—2800 x0,85"

c.a, = v, + 3000 = —2800 x 0,85™ + 3000 CQFD

4. a,>2500 & —2800 x 0,85" + 3000 > 2500 & 085" <L o 085" <
‘ , in(2) in(2)
En passant au logarithme, on a alors : n X In(0,85) < In (—) S n>—2 or 282 ~ 10,6
28 In 0,85 In0,85

On doit donc avoirn > 11
C’est au bout de 11 mois que le nombre de télétravailleurs dépassera les 2 500 personnes.

Partie B :

1. F(x) = 5(x+2)—(5x +4) _ 5x+10-5x—4 6
S =T T T T ez (er2)?

La dérivée f’ est strictement positive sur [0; +oo[, donc la fonction f y est strictement croissante

>0

5X1+4 9 .
" =§=3 donconabien 0 <uy <u; < 4.

2. a. Initialisation : Pourn = 0,onauy =1letu, =
Lla propriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu'il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
doncona: 0 <up <uy,; <4
Comme la fonction f est croissante, on obtient f(0) < f(up) < f(up+1) < F(4)
avec f(0) = % =2etf(4) = 2?4 =4 celadonne 2< Uy SUpyp <4
et comme par élargissement : 0 < w1 S Uy, <4
La propriété est vraiepourn =p + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien 0 < u,, < u,4q < 4.

b. De I'encadrement 0 < u,, < u,+; < 4, on déduit que la suite (u,) est croissante et bornée par 4.
D’aprés le théoreme des suites monotones bornées, la suite (u,,) est bien convergente.

3. Ona lim G)n =0 car% €] — 1; 1] donc lim 3 x G)n =0

n—-oo n—oo

D’apreés le théoreme des gendarmes, on en conclut donc que lim 4 — u,, = 0 et donc que lim u,, = 4

n—-oo n—-oo

Au bout de nombreux mois, le nombre de télétravailleurs satisfaits se stabiliserait autour de 4000.



t. Corrig¢

lLau=uy+vy=1+1=2 et vy =2uy+vy=2+1=3

b.Ona v,,1 — v, = 2u, + v, — v, = 2u,, Or,onaadmisqueu, > 0,donc v, —v, >0
La suite (v,,) est strictement croissante
On aalors v, = v, et donc v, > 1.

c. Initialisation : Pourn = 0, onauy = 1 eton a bien uy = 0 + 1.: la propriété est vraie au rang 0
Hérédité : On suppose qu'il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
doncona: u,=2p+1
Comme on a montré que v, = 1, alors u, + v, = (p+1)+1.
Cest-a-dire uy.; = (p+1) +1 Lapropriété est vraiepourn =p + 1
Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien u, = n + 1.

d. Comme limn+ 1 = 4+ et queu,, = n + 1, d’aprés le théoreme des croissances comparées, on a

n—-oo

limu, = +o

n—-oo

2. a. On a toujours, pour tout entiern: —1 < (—1)"*1 <1,

2 N 1 _ (™t _ 1
donc, comme uy; > 0, on obtient bien —— < — < —
un Un Upn

b. Ona lim u, = +o donc par produit de limites, lim u2 = +oo et par inverse de limite, lim iz =0

n—oo n—oo n—oco Un
1 _ =Mt 1 o G
Commeona —— < ——— < —, d’aprés le théoréme des gendarmes  lim —=— =0
Un Un Un n—-oo Un
(_1)n+1
c. limni=241lm - ——=24+0=2
n—oo n—oo un

Donc, par composé de limites, (7;,) converge bien vers v/2.

Unt1  Unp1  2U, + Uy

d. D'unepart: 1,., =

Un+1 Un+1 Uy + Un

UTL
, 241, 2+u_n u, +v, u,+v, 2u, +v, U 2u, +v,
Et d'autre part : = o = + = X =
1+, 1422 U, Uy, U, u, +v, u,+v,
un
2+r,

Onabien: 1,1 = 17
n



5. Corrig¢

4
1.llsembleque —=4+n
Un
2. Initialisation : Pourn = 0, onau, = 1 doncon a bien uy > 0: la propriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu'il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
doncona: u, >0 = 4u, >0 maisaussi u, +4>4>0
4u
P

donc, comme quotient de deux nombre strictement positifs, on a 2 > 0, cest-a-dire up4q >0

Up+
La propriété est vraiepourn =p + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien u, >0

3. 1°° méthode : démonstration directe

4u, du, —u,(u, +4) —u?

= —u = —
u, +4 " u, +4 u, +4

Or,commeu, >0,onau,+4>4>0 etdoncuy;1 —u, <0 & U1 <u,

La suite (u,,) est bien décroissante.

Un+1 — Up

2°™ méthode : par récurrence

Soit la fonction de récurrence f(x) = ;% définie sur ]0; +oo[ (puisqu’on sait que u,, > 0)

' _ A(x+4)—4x 16
Onaf'(x) = (x+4)2  (x+4)2

> 0 donc f est croissante sur ]0; +oo[

e ge 4 . s .
Initialisation : Pourn = 0,onauy = letu; = Sona bien u, = u, :la propriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie, doncona: u, = Uy
La fonction de récurrence f est croissante, on a donc : f(up) = f(up+1)
celadonne u,.q = Upyy a propriété est vraiepourn =p + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien u,, > u,, et la suite (u,,) est bien décroissante

4. La suite (u,) est décroissante et minorée par zéro, donc, d’apres le théoreme des suites monotones
bornées, elle est convergente vers une limite £

_ A 4L duny 4(up+4) _ upt+4 _ 4
5.V,41 =i =4-= td T aw,  w, 1+un_ 1+,
. . . - . 4 4
La suite (v,,) est bien arithmétique de raison 1 et de 1* terme v, = —=1= 4
0

Donc v, =vo+nR=4+n

4
6. On a donc vn=u1=4+n = Uy =
n n

. . I . . 4
ona lim 4 +n = 400 donc par quotient de limites : limu, = lim —=0
n—oo n—oo n-o 4+n



6. Corrig¢

3ug+2y 3X16+2X5 58 Ug+v 21
l.u, =—2"2= =2 ot p, = 20—
1 5 5 5 1 2 2
3un+2v Up+v 6Uy+4V, —5Uy—5V (up—vp) 1
2.aw =Uu -V = n n_mn "n__ n n n n_ MnTUn) _ 2,
n+1 n+1 n+1 5 2 10 10 10'n

La suite (w,,) est bien géométrique de raison T 0,1 et de premier terme wy =uy — v, = 11

Onaalors w, =wy xq*=11x0,1"

b. La suite (w,,) est une suite de termes positifs

lim0,1" =0 car 0,1 €] — 1;1[ donc par multiple de limites : lim w,, =0

n—oo n—-oo

_ Bupt2v, _ 3upt2v,-5uy _ —2upt2v, 2 _
Zntn _ = == (up —v) = —0,4w,, CQFD

3.a. Uy — U, = c U, = S = s

b. Comme on sait que w, > 0,onaalors —0,4w, <0 U1 —u, <0 © U, <u,
La suite (u,) est bien décroissante.

c. Initialisation : Pourn = 0, on au, = 16 doncon a bien uy = 5 :la propriété est vraie au rang 0

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier p pour lequel la propriété est vraie,
doncona: u, =5 et 3u, =15
Par ailleurs on a admis que v, = 5 donc 2v, = 10

3Uup+2v, _ 15+10 < 4 . .
On aalors ps £ > c'est-a-dire u,,; =5 Lapropriété est vraie pourn =p +1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien u, =5

La suite (u,,) est donc décroissante et minorée par 5, donc, d’apres le théoreme des suites monotones
bornées, elle est convergente

. . . . 3up+2v 30+2¢
4.a. Ona lim u,,; = lim u, =¢ donc lim u,,; = lim —/——= = =7
n—-oo n—-oo n—-oo 5 5

n—-o0o

@3“5” —f o 3+ =50 & 20 =20 o ¢ =

b.cn+1=5un+1+4vn+1=5x@+4xu”7+v"=3un+2vn+2un+2vn=5un+4vn=cn

La suite (c,) est bien constante
Onaalors ¢, =cy=5uy+4vy =5%x16+4x5=100

c.Ona lim ¢, = 100 maisaussi lim ¢, = 5limu, + 4limv, & 5¢f+4¢' =100

n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo

etcomme?' =¢ ona 9/ =100 g;%



