Corrections Suites et intégrales

Vrai-faux : CORRIGE

1.0na
n+1 n n+1 1 n+1
vn+1—vn=f Inx dx—flnx dxzf Inx dx+flnx dxzf Inx dx
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Pourx = 1,onalnx = 0, donc fn Inx dx > 0 etparconséquentv,,; —v, =20 & v,,1 =1,

La suite (v,,) est bien croissante. = Affirmation 1 : VRAIE

2.0na
e e

Lyt =f [In(x)]™*! dx =j 1 X [In(x)]™*? dx
1 1

Alors, on peut faire une intégration par partie avec u = [In(x)]
etdoncu’ = (n+ 1) X % X [In(x)]"etv = x

Iy, = [x[In(x)]™**1]¢ — Je(n +1) x % X [In(x)]™ X x dx

ntletp' =1

Iy, =eXx[In(e)]"! —1x [In(D]** - (n+1) fe; x [In(x)]™ dx

Iy =ex 1" —1x[0]" - (n+1) fe[ln(x)]" dx
Liyy=e—(+ 1, 1

Affirmation 2 : VRAIE

Extrait 1 : CORRIGE

1. On peut faire une intégration par partieavecu = xetv' = e *etdoncu’' =letv =—e™*
n
I, = [—xe ]} — j —eXdx=—xe*¥—(—xe ™) —[e ¥} =-ne"+el—-(e—-e1)
1
2 (n+1)

=(—n—-1e"+2et=—-
(—n—1)e e . on

2. a. On vérifie la position relative de la courbe de la fonction f et de la droite A
Onaf(x)—y=xe™*+2x—1-2x—1) =xe*+2x—1-2x+1=xe”*

Donc, pourx > 1,onaxe ™ > 0et f(x) =y = La courbe est au-dessus de la droite A
L’aire du domaine D,, est donc donnée par :

fln(f(x) —y)dx = flnxe‘x dx = I,,.

. / . n+1 L
b.On a par croissance comparee : lim —=0 A|OI’S, par somme de limites :

n

n->+oo €
] . 2 n+1 2
lim I, = lim —— =—
n—-+oo n-+o e en e

. . 2
L’aire du domaine D,, tend vers - quand n tend vers +oo.



Sujet 1: CORRIGE

Partie A
X 0 1
1.fil(x) =1xel™+xx (—el™) =1 —x)el™ 1—x + 0
On a le tableau de signes = el™ +
Donc f est bien strictement positive pour tout réel x de [0 ; 1[. fi(x) + 0
1
2.,(0)=0etfi(1)=1et"1 =1 f(x) 0 /

3. Lafonction f; est continue et strictement croissante sur [0; 1] avec 0,1 € [f;(0); f; (1]
D’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f; (x) = 0,1 admet une unique
solution dans [0 ; 1]

Partie B

l.a.x€[0;1]e 0<x<1 orsix = 0alorsx™ > 0 pour toute valeur entiére de n
On peut alors multiplier 'encadrementparx™: 0Xx" <xXxx"<1xx" & 0<x"1 <x®
et pour tout entier natureln nonnul: 0 < x™1 < x™

b.Ona 0 < x™*! < x™ et I'exponentielle est positive donc 0 < x™t1 l7* < x" g1
e e . 1 _ 1 _

Par positivité de I'intégrale, on obtient donc 0 < [ x™*' e  dx < [/ x™ e'™* dx

Etdonc 0 < up4q < uy,

c. La suite (u,,) est donc décroissante et minorée par zéro : d’apres le théoréme des suites monotones
bornées, elle est donc convergente.
1 _

n+1 el X dx

2.a.0na Uy = [ x

On peut faire une intégration par partie avecu = x

1
Upyq = [—xH e ]G — f (n+ Dx"(—e'™) dx
0

n+1 1-x

etv' =el™ etdoncu' = (n+ 1)x"etv = —e

1

Uppq = — 1" lel 1 4 04110 (n + 1)] x"el ™ dx
0

Ups =—14+(m+1Du, CQFD

b.
def suite ()
u=-exp(1)-2
forninrange (1, 8)
u=(n+t1)"u—1
return u

3.a.Avec0<x<1ona—-1<—x<0et 0<1—-—x<1 Comme lafonction exponentielle est strictement
croissante,onaalorse’? <el™ <e! © 1<el™ <e

e et et 1 _ 1
Alors, par positivité de I'intégrale : fo x"el ™ dx < fo x"e dx

Or
1
f x"edx =
0

1
n+1 e X 1n+1 e X 0n+1 e

n+1 n+1 =n+1

ex
n+1 o

. e
On a bien u, < —
n+1

e . e N , \ :
b.Ona 0<u, <—— Avec lim —— =0 Donc, d’apres le théoréme des gendarmes,ona lim u, =0
n+1 n-+oco n+1 n—+oo



Sujet 2: CORRIGE
1.

T

s
Iy = j e % sin(x)dx = J sin(x)dx = [—-cosx]§f = —cosm+cos0=—(-1)+1=2
0 0

2.a.Pour x € [0; ], onasinx = 0 et comme I'exponentielle est toujours positive, alors e ™™ sinx > 0
Par positivité de Iintégrale, on en déduit, pour tout entier naturel n : fon e ™sin(x)dx >0 © [, > 0.

b.
Vs Vi3

Iyys — I, = f e~ (+Dx gin(x) dx — f e ™ sin(x) dx = f (e~(+Dx — ¢=mX) sin(x) dx
0 0 0

On a e—(n+1)x —e X = e—nxe—l — e X — e—nx(e—l _ 1)

Or,onae™ <1 = e1-1<0 etdonce™(e1-1)<0

Par conséquent, pour x € [0; 1|, on a (e_(”“)x — e ™) sin(x) < 0

Et par positivité de I'intégrale, fon(e_(n“)x — e ™) sin(x)dx < 0 etdonconabienl,; —1I, <0

T

¢lpy1 — 1, <0 & I,,4 <I, :lasuite (I,,) est décroissante
Et on avait I,, = 0 : la suite (I,,) est minorée par zéro
D’apres le théorémes des suites monotones bornées, la suite (I,,) converge.

3.a.Pourx € [0; m],onasinx <1 = e ™sin(x) < e™™
Alors, par positivité de I'intégrale, on a fone‘"x sin(x) dx < fone‘"xdx et [, < fone‘”xdx

b.
T 1 1" 1 1, 1 1 1—e™"
e ™dx = [__e nx] =—_p¢ Tl‘lT_(__e ): _ ey~
0 n 0 n n n n n
- 1-e T
c.Ona0 <1, Sfone "dx donc 0<1I, < en
. .. . _ . 1 . -
Par inverse de limite,ona lim e™ = |lim — =0 etdonc lim 1—e™" =1
n-+oo n—o+o enm n-+oo
_,—NT
Donc par quotient de limites lim ‘=0
n—-+oo n
D’apres le théoréme des gendarmes, onaalors lim [, =0
n-+oo
4. a.
On peut faire une intégration par partie avecu = e "™ et v’ = sin(x) etdoncu’ = —ne ™ etv = —cosx
s s
I, = [-e ™ cosx]f§ — J (—ne ™) (—cos(x))dx = —e "™ cosm + e° cos 0 — nj e ™ cos(x) dx
0 0
[h=e™"4+1-nJ,
T . . _ 1 _
Ou, on peut faire I'intégration par partie avec u = sin(x) et v’ = e ™ etdoncu’ = cosxetv = —-e nx

1 R L | 1 , 1, . 1 (™
I, = [——e‘”x smx] —f (——e‘n") cos(x)dx = ——e ™ sinmt +—e"”sin 0 +—J e ™ cos(x) dx
n o Jo n n n nJ,

1 1
In:0+0+£]n = In:E]n

b.Ona I, =~J, © nly =),

Alorsl, =1+4+e™ —nJ, =1+e ™ —n(nl,) =1+e ™ —n?l,
1+e™"

<:>In+n21n:1+e_nx<:> In(1+n2):1+9_nxc> In: nz+1

5. = Whilel>=0.1



